PROBLEMA DEL MES
Noviempre — 2021

Alevin (5°/6° Primaria)

A-017. Tridngulos isdsceles.

7%
Real Sociedad

Seiala bien en qué punto podria estar el tercer vértice de un tridngulo isdsceles del

Matematica Espaiiola Soluciones que hemos dibujado uno de sus tres lados. Verds que son varias las posibilidades.
Indicanos qué suman dan todas las etiquetas de los puntos que corresponden a ese
posible tercer vértice.

Relacion de problemas de los que ya se ha recibido solucion correcta s 8 5 s :

Alevin Infantil Cadete Juvenil Janior Sénior
015 v v v v v v
016 v v v v v v o o o o o
13 20 19 18 7
017 v v v v v v

Entendemos que fodas aquellas personas que remifen material para esta seccion,
aceptan ser mencionados en el archivo PM del mes, bien como proponentes de los
problemas, bien como resolutores y, ademds en este caso, si asi lo considera el equipo
edifor, que sus soluciones se expongan como muestra del buen proceder a la hora de
abordar dichos problemas. En caso contrario, rogamos que lo indiquen expresamente.

37 participantes (29 chicos / 08 chicas)

68 respuestas

= 1 Sin determinar

Solucidn

Siendo 12 el lado desigual del tridngulo isdsceles, tenemos tres posibilidades para el
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tercer vértice: 10, 19 y 16 que suman 45

Y siendo 12 uno de los dos lados iguales del tridngulo isosceles, tenemos dos
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posibilidades para el tercer vértice: 18 y 20 que suman 38

Luego, son cinco los vértices de la malla que proporcionan un triangulo isdsceles
con 12 uno de sus lados y la suma de las etiquetas de todos ellos sera: 45 +38 = 83

e



Bien resuelto por: Irene Navarro Espada (CEIP Serrano Clavero. Requena), Diego Salon Herndndez
(IES Uno. Requena), Ana Lozano Miguel (IES Uno. Requena), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin
Sarmiento. Pontfevedra), F. Damidn Aranda Ballesteros (L.F.E.F. Cordoba), Elisa Estévez Molina
(1°P-6 aiios. Colegio Internacional Maria Montessori. Malaga), Francisco J. Babarro Rodrigucz
(IES A Carballeira. Ourense), M? del Rocio Rotili Guillén (5°P. CEIFP. Villafranca de los Barros),
Ivdn Idpez Mdrquez (C. Inmaculada. Alicante), Celso de Frufos de Nicolds (Coslada), Oscar Feo
Valencia Rey (Airbus. Getafe), Pablo Morales Martin (3°P. CEIP Agustin de Argiielles. Alcorcon),
Guillermo Fuentes Herrero (Murcia), Elena Boix Miralles (IES La Foia. Elche) y Marta Nuévalos
Lorente (IES Puerta de Castilla. Minglanilla)

Infantil (1°/2° ESO)
I-017. Paralelogramo articulado.

Sea el triangulo ABC con AB = AC =25 A
y BC=30. Los puntos D, E y F estdan
sobre los lados AB, BCy AC
respectivamente, tales que DE y EF son
paralelos a ACy AB respectivamente.

Si CF=x cudles son los valores del
perimetro y del area del paralelogramo
ADEF ? -

Previamente puedes hacer pruebas con
valores concrefos de CF. For ejemplo
con CF=2'5 y/ocon CF=12'5 B E

O

Solucion-1

Aunque no sea preciso, abordar los casos particulares propuestos resulta muy
elocuente para luego, el caso general:

CF=12'5

Asi, el paralelogramo ADEF resulta ser
un rombo con medio tridngulo de area.

AE =V AC? —EC? =+/252 152 =20,
esto es, AEC es un tridngulo pitagorico
de lados en proporcion 3:4:5

DF=EC=15 paralela de la base a
media altura

Papgr = 4[12'5 =50 u.d.l

B E 15 c
Y S aper = BABC ! EBC AE _1 Eﬁo =150 u.d.s

2

D, [D
O bien: 8 yppe = MT AEZ[DF:ZO[IS

=150 u.d.s

CF=2'5

El tridngulo FEC es semejante al ABC
con dimensiones reducidas a un décimo

Asi, el perimetro es Pypg =2[25 =50

u.d.L, igual que antes.
Y, como ya vemos en la figura, el area:
SADEF = SDECF' = EC [DD': 3 [(ZO - 2) =

=3[18=54 u.ds
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Y, en general, con CF =x

Haciendo x =Bk para establecer bien la
semejanza como vemos en la figura:

Puper =2[(AD + DE) =2 [(AD +DB) =
=2[AB=50 wu.dl, constante,
independiente del valor de CF = x

S apgr = Specp = EC [DD'=

k[(20-4k)=24(k[(B-k) &

Y poniéndola en funcién de x

sADEF_zm’E ) —chzs X) =0'96 [x[(25 - x) u.d.s.

Solucion-2

CF=x=FF

El perimetro, igual que antes:

Puper =2[(AD +DE) = 2[(AD +DB) =
=2[AB =50 u.d.L, constante

Y el drea que ya antes la calculamos con
la altura sobre la base BC

_BClhye _ 30020

Sapc="", =300 también
la podriamos plantear considerando AC ¢ »
la base del triangulo: = E c



[ [ . )
Sapc=2300 = AC zh ac - 25 ZhAC —~ hc =24 (enlafigura, h simplemente).
Y ndtese también que las medidas de los lados del tridngulo rectingulo ABB'
forman la conocida ferna pitagorica 7 : 24 : 25

Y como los triangulos ABC y FEC son semejantes:

BB:EE - L:E - gzz — T:274B(:O'9GB(

AC FC 25 x 25 x 25

Y, asi, ya es directo el calculo del area del paralelogramo, base por altura y aup:
SADEF = 0'96 [X [(25 - X) u.d.S.

Bien resuelfo, ademds de por el proponente F. Damidn Aranda Ballesteros (I.F.E.F. Cordoba), por:
Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento. Pontevedra), Francisco J. Babarro Rodriguez (IES A
Carballeira. Ourense), Celso de Frufos de Nicolds (Coslada), Oscar Feo Valencia Rey (Airbus.
Getate), Ivdn Lopez Mdrquez (C. Inmaculada. Alicante) y Marta Nuévalos Lorente (IES Fuerta de
Castilla. Minglanilla)

Se recibieron también cuatro soluciones incompletas y una incorrecta.

Cadete (3°/4° ESO)
C-017. Pila de circunferencias.

Las tres circunferencias de la fila inferior
tienen un radio de 2 u.d.l. y las dos de 1a fila
intermedia tienen radio de 1 u.d.l.

Hallar el radio de la circunferencia superior
(en gris) sabiendo que todas son tangentes
como indica el dibujo.

Solucion.

Dibujamos la situacion, llamando x al radio de la circunferencia gris

Claramente, por el Teorema de Pitagoras, EA = CB =+/(1 +2)% - 2% = V5.

En el triangulo rectangulo DEC resulta DC=x+1,EC=2y DE=x+2 - V5 y, de

nuevo, por Pitagoras (x + D%2=22+(x+2- NG )2 y resolviendo:
x?+2x+1=4+x?+4+5+4x-2xV5-4/5 -

= 12-445
2.5 -2

=(12-45)(2J5 +2) _16V5-16
(245 -2)(2+/5 +2) 16

2V5-2)x=12-4V5 -

y, racionalizando, queda:

, esto es: x=+5-1

Bien resuelfo por: Alex Izquierdo Nofuentes (Sabadell), Rubén Musoles Roca (Villassar de Mar),
Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento. Pontevedra), F. Damidn Aranda Ballesteros (I.P.EF.
Cordoba), Francisco J. Babarro Rodriguez (IES A Carballeira. Ourensc), Yannis Anfoni Serra
Karydis (Colegio Europeo Daos. Puerto del Carmen. Lanzarote), Celso de Frufos de Nicolds
(Coslada), Oscar Feo Valencia Rey (Airbus. Getate), Cristina Ceaus Carga (IES Dunas de las
Chapas. Marbella) y Marta Nuévalos Lorente (IES Pucrta de Castilla. Minglanilla)

Se recibieron también dos soluciones incorrectas.



Juvenil (1°/2° Bachillerato)
Jv~017. Medianas perpendiculares.

Juvenil [1°/2° Bachillerato) A
Jv~017. Medianas perpendiculares.
En un tridngulo ABC las medianas que parten de B y
C son perpendiculares.
Si BC vale 2 cm ;Cuanto vale AB% + AC%?
B C
Solucion 1
Claramente, llamando M, N y P a los puntos medios de 4
los lados y G al baricentro como indica la figura:
MN=1 = x*+y%*=1
AB% + AC% = 4[MB? + 4 [NC? = " N
=4 Z+(2y)Z]+4EﬁyZ+(2x)Z]:
=4 2+4yz+yz+4x2 =
=200x* +y%)=20 B P c

Luego: AB% + AC% =20

Solucion 2

El rectangulo BGC es rectangulo: GP =1 = AP =3[GP =3

2 L ac2)_pC2
Usando la formula de la mediana: AP? :ZIIAB AC™) ~BC

2+ 2y _
= 2UAB 4AC) LI ABZ+ACZ=72 =20

9

PBien resuelto por: Carlos Ragel Castilla (The English Center. Fuerfo de Santa Maria), Sotero
Romero Moron (The English Cenfer. Puerfo de Santa Maria), Alex Izquierdo Nofuentes (Sabadell),
Rubén Musoles Roca (Villassar de Mar), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento.
Pontevedra), F. Damign Aranda Ballesteros (LP.E.F. Cordoba), Anfonio Roberfo Martinez
Ferndndez (CEA Mar Menor Torre Paheco), Francisco J. Babarro Rodriguez (IES A Carballeira.
Ourense), Celso de Frutos de Nicolds (Coslada) y Oscar Feo Valencia Rey (Airbus. Getate)

Se recibio también una solucion incorrecta.

Junior

Jn-017. Alineamiento puntual.
Sea ABC un triangulo rectangulo en A. Por el incentro I del mismo, trazamos dos
rectas paralelas a los catetos AB y AC determinando los pares de puntos A; y By
por un lado y A, y C, por otro. De este modo, determinamos los trapecios

rectangulos AC,A,C y AB;A;B. Pues bien, has de probar que los puntos de corte
de las diagonales de ambos trapecios, H y J estan alineados con el punto I.

c
s
\A:
H
B, ; | A,
J
A & B

Solucion analitica

Consideramos un sistema de coordenadas cuyos ejes contienen a los catetos del
triangulo rectangulo ABC, esto es, con A(0,0), B(b,0) y C(0,c¢). Y, siendo r el
radio de su circunferencia inscrita, el incentro sera: I(r,r).

Con todo esto: B;(0,r) y C,(r,0)

BlAI — y =r b(C _ I')
La interseccion de las rectas: + (,rj

BC -

CZAZ - X=r

La interseccion de las rectas:
BC .

Y en los trapecios:

La interseccion de las rectas: 5
2c—r 2¢c-r

The-n | J(1><C—r> cr j



AA _c(b-r)
. y z T YT br c(b-r
La interseccion de las rectas: = H b1’ 2b—
cc, - X,y =1 2b-r 2b-r
r c

Los puntos H, I y J estardn alineados si estos dos
pequenos tridngulos rectdngulos son semejantes. |

. I.-H |
Y para constatarlo hemos de ver si: *—=*- = Jx ~Ix P
Hy -1, Iy -Jy

Comparemos ambas expresiones:

br b(c-r) y

" 2b-r . 2c-r . br-r®  (c-n)(b-n-cr
cb-r) ~ ,__cr (c-r)(b-1)-br "~ cr —r?
2b-r 2c-r
o r2c-nMh-n:[c-nb-r)-br|lc-r)(b-r) -cr] -
&
'\ Un inciso antes de continuar:
A,
En la figura: tanC=EytanE= d
c 2 c-r
B ! & Y como tan 20 = Ztainzd
\ I-tan” a
c, B
20 %
b _ c—r b_ 2r(c-r) _2r(c-r)
c - r? c (c-r?-r%? c(c-2r)
(c-1)?

b(c-2r)=2r(c-r) - bc-r)-br=2r(c-r) -
(c-r)(b-2r)=br - (c-r)(b-r)=br+(c—1)r

(c-r)(b-1)=(b+c)r-r*
Y volviendo a la comparativa:

= ric-r-r):l(b+c)r-rZ-br]d(b+c)r-rZ-cr] =
o r¥c-r)(b-r)z[cr—-r?]Obr -r?] -

= r¥c-r-r):ric-r)(b-1)

Se da la igualdad y como todo el proceso es reversible, queda probado que los
puntos H, I y J estdn alineados

PBien resuelfo, ademds de por el proponente F. Damidn Aranda Ballesteros (I.F.E.F. Cordoba), por:
Pablo Faus Faus (IES M* Enriquez. Gandia), Carlos Villagordo Espinosa (CDFE British School.
Alicante), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmiento. Pontevedra) y Jordi Agusti Abella (CFA.
La Seu de Urgell)

Se recibieron también dos soluciones incompletas incorrectas.

Sénior
$-017. Tres complejos.

Sean a, b y ¢ tres numeros complejos tales que \a\ =\b\ :‘C‘:I y a+b+c=0.
Demostrar que si k es un numero natural no divisible por 3, entonces
ak +b*+ck=0.
Solucion
Los afijos de fres niimeros complejos a, b y c tales que |a|=|b|=|c/=1 y
a+b+c=0 son los vértices de un triangulo equilatero.
Demostracion

Observemos que:
b-a’=(b-a){b-a)=(b-a)(b-a) =[]’ -bla-ab+[d° =2-ab-alb
y, andlogamente: [a-d’=2-alk-alk y [b-d*=2-b&-ble

Asi (alb+alb)+(ale+ale)=al(-a)+al(-a) = -2 E]h\z = —2. Sustituyendo en la
primera ecuacion, tenemos que

\b—a\z =2-(-2-(alt+al)) =4 +ale+ale longitud que coincidird con
b-c®=2-b&-blesiysslosi 2+(a+b)[E+(@+b)&=0

Esta expresion es equivalente a 2 + (—c) &+ (—E) [t=2-2 E]}:‘Z =0 y, como
vemos, es cierta. Por tanto, \b - a\ = \b - c\

De igual manera con otro par de lados tendriamos, por ejemplo, que \b - c\ = \a - c\

Y como, en definitiva, ‘b - a‘ = ‘b - c‘ = ‘a - c‘ quedaria probado que, efectivamente,

el triangulo es equildtero.



Como los afijos de a, b y ¢ son los vértices de un
tridngulo equildtero con baricentro en el origen,
existird un complejo p de mddulo 1 tal que pla=1,

-1+4/304
2

plb=«w y pt=w? donde w:= es una

raiz. cubica primitiva de la unidad y @ = con
1+w+w’ =0.

S

Como k no es multiplo de 3, tenemos que o< 2 1, por lo que < D{m,a)}.
Ademds (ooz)k = (6)1( =g, de modo que W + (wz)k W+ w=w+ w.

Por consiguiente, a¥ +b* +ck = p_k Eélk +o + (mz)k) = p‘k Eﬁl +w+ wz):g

Bien resuelto por: Jordi Agusti Abella (CFA. La Seu de Urgell), Miguel Angel Ingelmo Benifo (IES
José Saramago.Arganda del Rey), Luca Tanganelli Castrillon (EPFL. Lausanne), Fernando Diaz
Porras (Nfg. Madrid), Enrique Farré Rey (IES Frei Martin Sarmienfo. Fonfevedra), F. Damidn
Aranda Ballesteros (I.P.E.F. Cordoba), Carlos Garcia Pefialpa (IES Jaume Balmes. Barcelona), Pedro
Manuel de San Gil Gonzdlez (Grd Mtcas. ULL) y César Cataldn Capaccioni (Valencia)

Se recibieron también una solucion incompleta y ofra incorrecta.



